
〔多様体上のベクトル : 接ベクトルと１形式〕

(1) 座標変換とヤコビ行列

(a) C∞級 n次元多様体M 上の任意の点 pとその開近傍Op（点 pを内部に含む開領域）を覆う座標系を２つ，

任意に選び，それぞれ (x) ≡ (x1, · · · , xn)，(x′) ≡ (x1
′
, · · · , xn′

)とする。

(b) (x)と (x′)のあいだの座標変換に対し，次のヤコビ行列 X =
[
Xa′

b

]
と X−1 =

[
Xa

b′

]
を定義する。

Xa′
b ≡

∂xa
′

∂xb
: 行列X の a行 b列成分 （det X ̸= 0とする。）

Xa
b′ ≡

∂xa

∂xb′
: 行列X−1の a行 b列成分 （det X−1 ̸= 0とする。）

↓ 逆行列関係 XX−1 = X−1X = In の確認 (Inは n次単位行列)

(
XX−1

)a′
b′
=

n∑
c=1

Xa′
c Xc

b′ =
n∑

c=1

∂xa
′

∂xc
∂xc

∂xb′
=

∂xa
′

∂xb′
= δa

′
b′ = (In)

a′

b′

(
X−1X

)a
b
=

n∑
c=1

Xa
c′X

c′
b =

n∑
c=1

∂xa

∂xc′
∂xc

′

∂xb
=

∂xa

∂xb
= δab = (In)

a
b

※ δab = δa
′

b′ =

{
1 (a = b)

0 (a ̸= b)

(c) 座標変換にともなうヤコビ行列の行列式をヤコビの関数行列式（ヤコビアン）という。

座標変換 (a = 1 ∼ n) : xa
′
= xa

′
(x) → 座標値の微小変化 : δxa

′
=

n∑
b=1

∂xa
′

∂xb
δxb =

n∑
b=1

Xa′
b δxb

行列表記では, δx′ ≡

 δx1
′

...

δxn
′

 =

X1′
1 · · · X1′

n
...

. . .
...

Xn′
1 · · · Xn′

n


 δx1

...

δxn

 ≡ X δx となる。

領域Opでは座標値 (x)と (x′)が滑らかな１対１対応をもつので, δxとδx′も１対１対応をもつ。

∴

{
１次変換 δx→ δx′ の係数行列X が逆行列をもつ。⇐⇒ detX ̸= 0 （同様に, detX−1 ̸= 0）

滑らかな座標変換 (x)←→ (x′)が定義される。⇐⇒ detX ̸= 0 かつ
∣∣∣Xa′

b

∣∣∣ <∞ (a, b = 1 ∼ n)

(2) 曲線と接ベクトル

(a) tを実パラメータとして，多様体上の点を tで目盛りづけして（連続的に）つないだものを曲線といい，以下

では記号 C(t)で表す。 ※ 曲線 C(t)の向きを，C(t)に沿って tが増加するように定める。

(b) 開近傍Opの座標系を用いると曲線 C(t)は，パラメータ tを変数とする n個の実関数の組で表される。{
xa = xa(t) : in (x)

xa
′
= xa

′
(t) : in (x′)

(a = 1 ∼ n) ※ 曲線C (t)の滑らかさを関数 xa(t)の滑らかさで定義する。

(c) 変換公式 : dxa
′
=

n∑
b=1

∂xa
′
(x)

∂xb
dxb =

n∑
b=1

Xa′
b dxb と dxa =

n∑
b=1

∂xa(x′)

∂xb′
dxb

′
=

n∑
b=1

Xa
b′dx

b′ を用いる。

dxa
′
(t)

dt
=

d

dt

([
xa

′
(x)

]
on C(t)

)
=

n∑
b=1

∂xa
′

∂xb
dxb(t)

dt
=

n∑
b=1

Xa′
b

dxb(t)

dt
, 同様に

dxa(t)

dt
=

n∑
b=1

Xa
b′
dxb

′
(t)

dt

※ M が C∞級多様体 → Xa′
b とXa

b′が C∞級関数 → dxa(t)

dt
の滑らかさと

dxa
′
(t)

dt
の滑らかさが同じ。

∴ 任意の曲線 C(t)について，曲線の滑らかさは座標独立である。

(d) 曲線C (t) の接ベクトル v⃗をC (t) の向きに沿う微分（演算子）として定義する。

定義 v⃗ ≡
(
∂

∂t

)
on C(t)

（自明な座標独立性）

=
n∑

a=1

dxa(t)

dt

(
∂

∂xa

)
≡

n∑
a=1

vae⃗a in (x) : va ≡ dxa(t)

dt
（成分）, e⃗a ≡

∂

∂xa
（座標基底）

=
n∑

a=1

dxa
′
(t)

dt

(
∂

∂xa′

)
≡

n∑
a=1

va
′
e⃗a′ in (x′) : va

′ ≡ dxa
′
(t)

dt
（成分）, e⃗a′ ≡

∂

∂xa′
（座標基底）



(3) 接空間（接ベクトルの集合）

定義 （任意の）点 p ∈M を通る（すべての）曲線の接ベクトルの集合 Tpを点 p の接空間という。

Tp =

{
v⃗ =

(
∂

∂t

)
p

∣∣∣ tは点 p ∈M を通る微分可能な曲線 C(t)のパラメータ

}
(a) 微分演算子としての接ベクトル

Tpの元 v⃗ =

(
∂

∂t

)
p
は微分可能な任意関数 f に作用し，点 p（t = tp）における微分係数を生成する。

v⃗ [f ] ≡
(
∂f

∂t

)
p
=



n∑
a=1

dxa(tp)

dt

∂f(p)

∂xa
≡

n∑
a=1

va
∂f(p)

∂xa
in (x)

n∑
a=1

dxa
′
(tp)

dt

∂f(p)

∂xa′
≡

n∑
a=1

va
′ ∂f(p)

∂xa′
in (x′)

特に，Tpの元 0⃗が 0⃗ [f ] = 0を満たすとき，0⃗を Tpの零ベクトル（零元）という。

(b) ベクトルの同値関係と等式

微分可能な任意関数 f について，Tpの２つの元 u⃗と v⃗ が u⃗ [f ] = v⃗ [f ]を満たすとき，u⃗と v⃗は同値（等しい）

といい，等号記号を用いて u⃗ = v⃗ と表す。

(c) 座標基底と座標成分 : (2)-(d)と同様の計算から，次の等式が得られる。

v⃗ ≡
(
∂

∂t

)
p
（自明な座標独立性）

=
n∑

a=1

dxa(tp)

dt

(
∂

∂xa

)
p
≡

n∑
a=1

va ( e⃗a )p in (x) : va ≡ dxa(tp)

dt
, ( e⃗a )p ≡

(
∂

∂xa

)
p

=
n∑

a=1

dxa
′
(tp)

dt

(
∂

∂xa′

)
p
≡

n∑
a=1

va
′
( e⃗a′ )p in (x′) : va

′ ≡ dxa
′
(tp)

dt
, ( e⃗a′ )p ≡

(
∂

∂xa′

)
p

∴ 以下のように接空間 Tpは，

{
( e⃗a )p in (x)

( e⃗a′ )p in (x′)
を基本ベクトル（座標基底）とする線形空間の性質をもつ。


u⃗+ v⃗ =

n∑
a=1

ua ( e⃗a )p +
n∑

a=1

va ( e⃗a )p ≡
n∑

a=1

(ua + va) ( e⃗a )p （ベクトルの和が定義される。）

βv⃗ = β
n∑

a=1

va ( e⃗a )p ≡
n∑

a=1

(βva) ( e⃗a )p （実数 βとの積が定義される。）

※ 重要な注意点 : この段階ではM 上の異なる２点 p と q について，Tpの元であるベクトル ( v⃗ )pと Tq の

元であるベクトル ( w⃗ )q の和 ( v⃗ )p + ( w⃗ )q を定義することができない。

※ 表記の簡単化のために，以下では多様体上の点に依存することを明記するための添字 pを省略する。

(d) 座標変換にともなう基底と成分の変換公式 : 微分のチェーン・ルールから，次の変換公式が得られる。

基底の変換 : e⃗a′ =
n∑

b=1

Xb
a′ e⃗b, e⃗a =

n∑
b=1

Xb′
a e⃗b′ 成分の変換 : va

′
=

n∑
b=1

Xa′
b vb, va =

n∑
b=1

Xa
b′v

b′

(4) １形式 ※ 接ベクトルの集合 Tpの場合と同様に，１形式の集合 Tp
∗は自然な線形空間構造をもつ。

定義 有限個の適当な関数の組 (f1, h1), · · · , (fk, hk)を用いて，次の ω̃のように表されるものを１形式という。

ω̃ ≡ h1df1 + · · ·+ hkdfk (dfiは関数 fiの全微分 ) : 自明な座標独立性

=
n∑

a=1

(
h1

∂f1
∂xa

+ · · ·+ hk
∂fk
∂xa

)
dxa ≡

n∑
a=1

ωa ẽa : ωaは, 座標基底 ẽa ≡ dxaに関するω̃の成分

座標変換にともなう基底と成分の変換公式 : 微分のチェーン・ルールから，次の変換公式が得られる。

基底の変換 : ẽa
′
=

n∑
b=1

Xa′
b ẽb, ẽa =

n∑
b=1

Xa
b′ ẽ

b′ 成分の変換 : ωa′ =
n∑

b=1

Xb
a′ωb, ωa =

n∑
b=1

Xb′
a ωb′


