
〔一般相対論における時空モデル：多様体〕 ※ 時空モデルに関する数学的な補足

※


・実数の集合を記号�で表す。すなわち任意の実数 xについて, x ∈ �である。
・n個の実数の組の集合を記号�nで表す。例えば, �2 =

{
(x, y) |x ∈ � かつ y ∈ �

}
である。

・『A→ B』は『AならばB』,『P ⇐⇒ Q』は『P とQは同値（必要十分条件）』をそれぞれ表す。

1. n 次元実多様体と座標（座標関数）

※ 通常，多様体M の元（要素）を『点』という。用例 : 『多様体M 上の点 pの座標を (xp)とする。』

※ 要約すると『多様体』とは『なめらかな座標の̇み̇をもつ点の集合』であり,『その性質の̇み̇を用いて順

次，幾何学的な要素を定義・構成』するのが『微分幾何学』である。ただし，座標の存在を大前提にし

つつ，構成される幾何学には『座標独立』であることを要請する。

定義 次の性質 (1)と (2)をもつ集合M を『n次元実多様体』という。

(1) 『局所座標系』U1,U2, · · · が付随するM の部分集合O1,O2, · · ·があり，これらの和集合がM に等し

い。すなわち，M = O1 ∪ O2 ∪ · · · ※ この部分集合の個数は無限個でもよいので · · · をつけた。

(2) 局所座標系 Uα (α = 1, 2, · · ·) は以下の性質をもつ。

(a) nを αによらない正の整数として，Uαは�n上の開領域である。

Uα =
{
(x) ≡ (x1, · · · , xn) ∈ �n

∣∣∣ ca(α) < xa < da(α) (a = 1 ∼ n), ca(α) と da(α) は適当な実数
}

(b) Oαの元と Uαの元には，互いに１対１の対応関係にある。 ※ (xp)を pの『座標』という。{
∀p ∈ Oα → ∃(xp) ≡ (xp

1, · · · , xp
n) ∈ Uα

∀(xp) ∈ Uα → ∃p ∈ Oα

かつ p ̸= q in Oα ⇐⇒ (xp) ̸= (xq) in Uα

(c) 領域Oα ∩ Oα′ が空集合でないとき，Oα ∩ Oα′ では次の『座標変換』が定義される。{
(x ) ≡ (x1, · · · , xn) : Oαの座標

(x′) ≡ (x1′ , · · · , xn′
) : Oα′の座標

として

{
xa = Xa(x′) : 座標 (x′)の関数としての xa

xa′ = Xa′(x) : 座標 (x)の関数としての xa′

このとき，関数Xa(x′)とXa′(x)が共に『無限階連続微分可能（C∞級）』であることを要請する。

※ 一般相対論では通常，次の要請 (3)を追加することにより『一般相対性原理』を反映させる。

(3)『極大多様体』の要請 : 上記の要件 (1)と (2)を満たすものはすべて局所座標系であり，人為的な取捨

選択により局所座標系の一部を排除してはならない。 ※ つまり，可能な座標系す̇べ̇て̇を考慮する。

(4) 『リーマン多様体』: 『計量』をもつ多様体を『リーマン多様体』という。

2. 多様体と局所座標系の例

(1) �2 = {(x, y)|x ∈ �, y ∈ �} は (x, y)自身を局所座標系とする２次元多様体であり，座標系 (x, y)だけ

で�2全体を覆うことができる。

※『局所座標系』の存在要請より, 『多様体とは局所的には�nに見えるもの』と要約できる。

(2) U = {(r, ϕ)| 0 < r <∞, 0 < ϕ < 2π : (r cosϕ, r sinϕ) = (x, y) ∈ �2} は�2全体を覆うことはできな

いが，領域O ≡ �2 − {(x, y)|x ≥ 0 かつ y = 0} の局所座標系である。
※ Oは�2から x軸上の x ≥ 0の部分を除いたものであり，(r, ϕ)はOに付随する平面極座標。

(3) リーマン多様体の極大拡張 ※ リーマン多様体では計量により座標領域が制限される。

例 : ds2 = e2ρdρ2 (−∞ < ρ < +∞){
・x = eρ : 0 < x < +∞←→ −∞ < ρ < +∞
・ds2 = e2ρdρ2 = dx2 ∴ xの定義域を−∞ < x < +∞へ拡張することができる。

※ 座標変換により計量の特異性が取り除けるとき，変換後の座標で表された計量が非特異である領域

全体へリーマン多様体を拡張し, 拡張不可能な『極大リーマン多様体』になるまでこれを繰り返す。



(4) 病的な多様体：ハウスドルフでない多様体の例{
O1 = U1 = {x|x ∈ �}
O2 = U2 = {y|y ∈ �}

として，x = y < 0の部分を『のり付け』する。 ※ x = 0と y = 0は異なる。

このとき，x = 0の開近傍X1 = {x|x2 < ϵ2, ϵ > 0} と y = 0の開近傍 Y2 = {y|y2 < δ2, δ > 0}をそれ
ぞれ，どのように選んでも，X ∩ Y = ∅ とはならない。 ∴ 『ハウスドルフの分離公理』が不成立。

※ x0と y0が共に通常の実数直線上の異なる２点であれば，容易に図示できるように，X ∩Y = ∅となるよ
うな開近傍X = {x|(x− x0)

2 < ϵ2, ϵ > 0}とY = {y|(y − y0)
2 < δ2, δ > 0}が存在する。上記の例のよう

な非ハウスドルフ多様体を病的とみなし，時空モデルから排除することが多い。

※ 多様体が病的でない条件として『ハウスドルフ』と『パラコンパクト』を要請することが多い。後者は，

直観的には『座標系の張り方を任意に１つ選ぶとき，無限個の座標近傍に含まれてしまうような点は存

在しない』こと（『１の分割』の存在）を保証する。なお，『計量を定義することができる多様体は，す

べてパラコンパクト』であることが知られている。

(5) 自習課題 : 位相空間に関する次の用語について調べよ。

『コンパクト』 『連結』と『単連結』 『ハウスドルフ』 『パラコンパクト』と『１の分割』

3. 多様体上の関数と関数の微分

(1) 多様体M の適当な部分集合 Sの各点ごとに実数を割り当てる規則 f を『実関数』という。

※ p ∈ S（SはM 自身でもよい。）→ 適当な実数 f(p)の存在 （∴ 座標 (x)は n個の実関数の組。）

要請 :

{
f(x) : 座標系 (x)での関数値

f ′(x′) : 座標系 (x′)での関数値
→ f(p) = f(xp) = f ′(x′

p) 『関数 f の座標独立性』

(2) 関数 f の『全微分』 : df ≡
n∑

a=1

∂f

∂xa
dxa ≡

n∑
a=1

∂f ′

∂xa′
dxa′ 『df の座標独立性』

※ 特に座標関数について，


xb′ = Xb′(x)→ dxb′ =

n∑
a=1

∂Xb′

∂xa
dxa ≡

n∑
a=1

Xb′

a dx
a

xb = Xb(x′)→ dxb =
n∑

a=1

∂Xb

∂xa′
dxa′ ≡

n∑
a=1

Xb
a′dx

a′

(3) 微分公式（チェーン・ルール）:
∂

∂xa
=

n∑
b=1

∂xb′

∂xa

∂

∂xb′
≡

n∑
b=1

Xb′

a

∂

∂xb′
,

∂

∂xa′
=

n∑
b=1

∂xb

∂xa′

∂

∂xb
≡

n∑
b=1

Xb
a′
∂

∂xb

≪微分公式の導出≫ ※ 全微分（関数の微小変化）に対する座標独立性の要請が重要な鍵。

df =
n∑

b=1

∂f ′

∂xb′
dxb′ =

n∑
b=1

∂f ′

∂xb′

n∑
a=1

∂xb′

∂xa
dxa =

n∑
a=1

{
n∑

b=1

∂xb′

∂xa

∂f ′

∂xb′

}
dxa : 和の順番を交換した。

=
n∑

a=1

∂f

∂xa
dxa : 任意の f(x) = f ′(x′)と任意の dxaで等号が成立ことを要請する。

∴
∂

∂xa
=

n∑
b=1

∂xb′

∂xa

∂

∂xb′
=

n∑
b=1

Xb′

a

∂

∂xb′
, 同様に

∂

∂xa′
=

n∑
b=1

∂xb

∂xa′

∂

∂xb
=

n∑
b=1

Xb
a′
∂

∂xb

(4)微分公式の応用 :
n∑

b=1

Xb′

a X
c
b′ =

n∑
b=1

∂xb′

∂xa

∂xc

∂xb′
=

∂xc

∂xa
= δca ≡

{
1 (a = c)

0 (a ̸= c)
, 同様に

n∑
b=1

Xb
a′X

c′

b = δc
′

a′ ≡ δca

(5)『ヤコビ行列』と『ヤコビアン』 :１次変換


dxa′ =

n∑
b=1

Xa′

b dxb

dxa =
n∑

b=1

Xa
b′dx

b′
の逆変換が存在 ⇐⇒

 det
(
Xa′

b

)
̸= 0

det
(
Xa

b′

)
̸= 0


