
〔線形汎関数とテンソル〕

※ Xa′
b ≡ ∂xa

′
(x)

∂xb
とXa

b′ ≡
∂xa(x′)

∂xb′
はそれぞれ，（n次元多様体の）ヤコビ行列X とX−1の成分を表す。

(1) 線形汎関数としての接ベクトルと１形式

(a) 線形汎関数の定義と双対関係

※ 任意の座標系 (x)における座標基底を

{
e⃗a : 接ベクトルの基底

ẽa : １形式の基底
として，任意の接ベクトル v⃗と任意の１形

式 ω̃をそれぞれ，


v⃗ =

n∑
a=1

vae⃗a

ω̃ =
n∑

b=1

ωbẽ
b

と表す。ただし v⃗と ω̃について，成分と基底の積の線形和（１次結合）の形

を強調するために，一時的に和記号
∑
を明記する。

定義 次の３つの要請（記号≡の部分）により，１変数線形汎関数としての接ベクトルと１形式を再定義する。

(a-1) v⃗(ω̃)≡ω̃(v⃗) : 内積の双対性

(a-2) e⃗a(ẽ
b) = ẽb(e⃗a)≡δba : 座標基底（双対基底）の基本内積

(a-3) v⃗(ω̃) =
n∑

a=1

vae⃗a
( n∑
b=1

ωbẽ
b
)
≡

n∑
a=1

va
n∑

b=1

ωb e⃗a(ẽ
b) : 関数部分と変数部分それぞれについての線形性

(b) 基本公式 ※ 以下では
n∑

a=1

vae⃗a → vae⃗a,
n∑

a=1

ωav
a → ωav

a のように，アインシュタインの表記法を用いる。

(b-1) v⃗(ω̃) = ω̃(v⃗) = vaωb e⃗a(ẽ
b) = vaωbδ

b
a = vaωa : 内積公式

(b-2) e⃗a′(ẽ
b′) = Xc

a′ e⃗c(X
b′
d ẽ

d) = Xc
a′X

b′
d e⃗c(ẽ

d) = Xc
a′X

b′
d δ

d
c = Xc

a′X
b′
c = δb

′
a′ : 基本内積の座標独立性

∴ e⃗a(ẽ
b) = ẽb(e⃗a) = δba in (x) ⇐⇒ e⃗a′(ẽ

b′) = ẽb
′
(e⃗a′) = δb

′
a′ in (x′)

(b-3)

{
va = vbδab = vbe⃗b(ẽ

a) = v⃗(ẽa) = ẽa(v⃗)

ωa = ωbδ
b
a = ωbẽ

b(e⃗a) = ω̃(e⃗a) = e⃗a(ω̃)
: 汎関数値としての座標成分（座標成分の再定義）

(b-4)

{
va

′
= v⃗(ẽa

′
) = v⃗(Xa′

b ẽb) = Xa′
b v⃗(ẽb) = Xa′

b vb

ωa′ = ω̃(e⃗a′) = ω̃(Xc
a′ e⃗c) = Xc

a′ω̃(e⃗c) = Xc
a′ωc

: 座標成分の変換則（汎関数値としての導出）

∴ va
′
ωa′ = Xa′

b vbXc
a′ωc = (Xa′

b Xc
a′)v

bωc = δcbv
bωc = vcωc = vaωa : 内積公式の座標独立性

(2) 多変数線形汎関数（テンソル）

定義 r個の任意の１形式の組 {ω̃1, · · · , ω̃r} と s個の任意の接ベクトルの組 {v⃗1, · · · , v⃗s}を変数とする多変数線
形汎関数を (r,s)型テンソルという。

※ 任意の接ベクトル v⃗は (1, 0)型テンソル，任意の１形式 ω̃は (0, 1)型テンソルである。また，任意のスカラー関

数 f について，これを変数をもたない汎関数とみなし，(0, 0)型テンソルとする。

(a) 基底テンソル eb1···bsa1···ar

定義 接ベクトルと１形式について，（任意の）座標系 (x)に関する成分表記をおこなうとき，(r, s)型テンソル

eb1···bsa1···ar を次の関係式で定義する。

eb1···bsa1···ar(ω̃
1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s) ≡ e⃗a1(ω̃

1) · · · e⃗ar(ω̃r) ẽb1(v⃗1) · · · ẽbs(v⃗s)
= (ω1)a1 · · · (ωr)ar(v1)

b1 · · · (vs)bs

公式 上記の定義より, eb1···bsa1···ar(ẽ
c1 , · · · , ẽcr ; e⃗d1 , · · · , e⃗ds) = δc1a1 · · · δ

cr
arδ

b1
d1
· · · δbsds が導かれる。

eb1···bsa1···ar(ẽ
c1 , · · · , ẽcr ; e⃗d1 , · · · , e⃗ds) = e⃗a1(ẽ

c1) · · · e⃗ar(ẽcr) ẽb1(e⃗d1) · · · ẽbs(e⃗ds) : 定義より

= δc1a1 · · · δ
cr
arδ

b1
d1
· · · δbsds : 座標基底の基本内積より



(b) テンソルの成分

定義 任意の (r, s)型テンソルAについて，nr+s個の実数の組 Aa1···ar
b1···bs を次のように定義する。

Aa1···ar
b1···bs ≡ A(ẽa1 , · · · , ẽar ; e⃗b1 , · · · , e⃗bs) : 座標系 (x)におけるAの成分

定理 任意の (r, s)型テンソルAについて，A = Aa1···ar
b1···bs e

b1···bs
a1···ar が成り立つ。

{ω̃1, · · · , ω̃r} を任意の１形式の組，{v⃗1, · · · , v⃗s}を任意の接ベクトルの組とする。

A(ω̃1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s)
= (ω1)a1 · · · (ωr)ar(v1)

b1 · · · (vs)bs A(ẽa1 , · · · , ẽar ; e⃗b1 , · · · , e⃗bs) : 多変数線形汎関数の性質

= eb1···bsa1···ar(ω̃
1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s) Aa1···ar

b1···bs : 定義より

=
n∑

a1···ar=1

n∑
b1···bs=1

Aa1···ar
b1···bs e

b1···bs
a1···ar(ω̃

1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s) : 線形和の形（和記号
∑
を明記）

変数（ω̃1 · · · v⃗s）はすべて任意なので等式の両辺の変数部分を『省略』し，次の結果が得られる。

A =
n∑

a1···ar=1

n∑
b1···bs=1

Aa1···ar
b1···bs e

b1···bs
a1···ar = Aa1···ar

b1···bs e
b1···bs
a1···ar : 最後の等号はアインシュタインの記法

∴ (r,s)型テンソルの集合Tr
s は，eb1···bsa1···ar を座標基底とする広義のベクトル空間（線形空間）である。

(c) 基底の変換則と成分の変換則

基底 e
b′1···b′s
a′1···a′r

= Xc1
a′1

· · ·Xcr
a′r
X

b′1
d1

· · ·Xb′s
ds
ed1···dsc1···cr : 変換公式

e
b′1···b′s
a′1···a′r

(ω̃1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s)

≡ e⃗a′1(ω̃
1) · · · e⃗a′r(ω̃

r)ẽb
′
1(v⃗1) · · · ẽb

′
s(v⃗s) in (x′)

= Xc1
a′1

· · ·Xcr
a′r
X

b′1
d1

· · ·Xb′s
ds
e⃗c1(ω̃

1) · · · e⃗cr(ω̃r)ẽd1(v⃗1) · · · ẽds(v⃗s) : e⃗a′ = Xc
a′ e⃗c と ẽb

′
= Xb′

d ẽ
d より

= Xc1
a′1

· · ·Xcr
a′r
X

b′1
d1

· · ·Xb′s
ds
ed1···dsc1···cr (ω̃

1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s) : ed1···dsc1···cr の定義より

変数（ω̃1 · · · v⃗s）はすべて任意なので， e
b′1···b

′
s

a′1···a′r
= Xc1

a′1
· · ·Xcr

a′r
X

b′1
d1

· · ·Xb′s
ds
ed1···dsc1···cr が成り立つ。

成分 A
a′1···a

′
r

b′1···b′s
= X

a′1
c1 · · ·Xa′r

cr X
d1
b′1

· · ·Xds
b′s
Ac1···cr

d1···ds : 変換公式

A
a′1···a

′
r

b′1···b′s
≡ A(ẽa

′
1 , · · · , ẽa′r ; e⃗b′1 , · · · , e⃗b′s) : 座標成分の定義 in (x′)

= A(X
a′1
c1 ẽ

c1 , · · · , Xa′r
cr ẽ

cr ;Xd1
b′1
e⃗d1 , · · · , X

ds
b′s
e⃗ds) : 基底の変換

= X
a′1
c1 · · ·Xa′r

cr X
d1
b′1

· · ·Xds
b′s

A(ẽc1 , · · · , ẽcr ; e⃗d1 , · · · , e⃗ds) : 線形汎関数の性質

= X
a′1
c1 · · ·Xa′r

cr X
d1
b′1

· · ·Xds
b′s

Ac1···cr
d1···ds : 座標成分の定義 in (x )

→ A
a′1···a′r
b′1···b′s

e
b′1···b′s
a′1···a′r

=
(
X

a′1
c1 · · ·Xa′r

cr X
d1
b′1

· · ·Xds
b′s
Ac1···cr

d1···ds

) (
Xe1

a′1
· · ·Xer

a′r
X

b′1
f1

· · ·Xb′s
fs
ef1···fse1···er

)
=
(
X

a′1
c1 X

e1
a′1

)
· · ·
(
Xa′r

cr X
er
a′r

)
·
(
Xd1

b′1
X

b′1
f1

)
· · ·
(
Xds

b′s
X

b′s
fs

)
Ac1···cr

d1···dse
f1···fs
e1···er

= δe1c1 · · · δ
er
cr · δd1f1 · · · δ

ds
fs

Ac1···cr
d1···dse

f1···fs
e1···er = Ac1···cr

d1···dse
d1···ds
c1···cr = Aa1···ar

b1···bs eb1···bsa1···ar

∴ A = Aa1···ar
b1···bs eb1···bsa1···ar = A

a′1···a
′
r

b′1···b′s
e
b′1···b

′
s

a′1···a′r
: テンソルの座標独立性

(d) 計量関数の変換則 ※ 計量（線素）に座標独立性を要請する。

ds2 = gcd(x)dx
cdxd = gcd(x)

(
∂xc(x′)

∂xa′
dxa

′
)(

∂xd(x′)

∂xb′
dxb

′
)

= Xc
a′X

d
b′gcd(x)dx

a′dxb
′

= ga′b′(x
′)dxa

′
dxb

′
in (x′) ∴ ga′b′(x

′) = Xc
a′X

d
b′gcd(x) : (0,2)型テンソルの成分と同じ変換則

定義 計量テンソル g ≡ gab(x)e
ab : (0,2)型 → u⃗ · v⃗ ≡ g(u⃗, v⃗) = gabu

avb = ga′b′u
a′vb

′
: 不変内積


