
〔一様等方宇宙モデル：膨張宇宙の式とその厳密解の例〕

(1) 一様等方宇宙モデル：曲率定数 K，スケール因子 a(t)

一様等方空間が時間 tと共に膨張・収縮をする宇宙モデルは，次のRobertson=Walker計量で表される。

○計量：ds2 = −c2dt2 + a(t)2
{
dχ2 + σ(χ)2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}
: σ(χ) =

sinh(
√
−Kχ)√

−K

= −c2dt2 + a(t)2
{ dr2

1−Kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}
: r = σ(χ) = ρ

(
1 +

K

4
ρ2
)−1

= −c2dt2 + a(t)2
(
1 +

K

4
ρ2
)−2 {

dρ2 + ρ2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}
: ρ =

√
x2 + y2 + z2

= −c2dt2 + a(t)2
(
1 +

K

4
(x2 + y2 + z2)

)−2 (
dx2 + dy2 + dz2

)
: レポート課題ではK = 0

○Ricciテンソル：ȧ =
da

dt
, ä =

d2a

dt2
, x0 = ct, 添字 iと jは 1 ∼ 3（空間座標のラベル）

R00 = −3c−2 ä

a
, Rij = Rji = c−2

{
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
Kc2

a2

}
gij , R0i = Ri0 = 0 ※

da

dx0
= c−1ȧ，etc.

○スカラー曲率：R = gabRab = 6c−2

{
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
Kc2

a2

}

○ Einstein方程式

Gab = Rab −
R

2
gab =

8πG

c4
Tab − Λgab ※ Einsteinの宇宙定数項 Λgab を明記しないことも多い。

G00 = 3c−2

{(
ȧ

a

)2

+
Kc2

a2

}
, Gij = Gji = −c−2

{
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
Kc2

a2

}
gij , G0i = Gi0 = 0

T00 = ε, Tij = Tji = Pgij , T0i = Ti0 = 0

○ Einstein方程式の (0,0)-成分：

(
ȧ

a

)2

+
Kc2

a2
=

8πG

3c2
ε+

Λc2

3
,

{
ε エネルギー密度

Λ Einsteinの宇宙定数 ※ (3)を参照

○宇宙膨張の加速・減速の式：
ä

a
= −4πG

3c2
(ε+ 3P ) +

Λc2

3
, P は圧力

(2) Milne宇宙：ε = P = 0, かつ Λ = 0 のとき。K < 0 の場合にのみ，ȧ ̸= 0 となる解がある。

ds2 = −c2t2 +
(
−Kc2t2

){ dr2

1−Kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

}
, t > 0

↓ 座標変換
{
t̄ = t

√
1−Kr2

r̄ = ct
√

−Kr2
により, 時空領域の拡張が可能

= −c2dt̄2 + dr̄2 + r̄2(dθ2 + sin2 θdφ2) : Minkowski時空の極座標表示

∴ Milne宇宙は，Minkowski時空内の領域 c2t̄2 − r̄2 = c2t2 > 0 を表す。

座標変換から得られる関係式 u(r) ≡ r̄

t̄
= c

√
−Kr2

1−Kr2
より，Milne宇宙の空間座標 (r, θ, φ)に対して静止する

『共動観測者』は，Minkowski時空内では，速さ u(r) で r̄方向に等速直線運動をする。

※ Milne宇宙における座標特異点 t = 0（a = 0）は c2t̄2 − r̄2 = 0，すなわち u(r) = cに対応する。



(3) Einsteinの静的宇宙：ȧ = 0, かつ ä = 0 を要請する。

○ ä = 0 → Λ =
4πG

c4
(ε+ 3P ) : 通常の物質では ε+ 3P > 0 ∴正の宇宙定数 Λ が必要

○ ȧ = 0 → K

a2
=

8πG

3c4
ε+

Λ

3
=

4πG

c4
(ε+ P ) > 0（正曲率空間） ∴ 宇宙の体積は有限：V = 2π2a3K− 3

2

(4) de Sitter時空：ε = P = 0, かつ Λ > 0 のとき。 ※ 以下において，HΛ =

√
|Λ|c2
3

> 0 とする。

※ 任意のK の値についてそれぞれ解があり，どの解においても，ä = (HΛ)
2a > 0（『加速』する。）

○K > 0 のとき：a(t) =
c

HΛ

√
K cosh (HΛt) (−∞ < t < ∞)

○K < 0 のとき：a(t) =
c

HΛ

√
|K| sinh (HΛt) (0 < t < ∞)

○K = 0 のとき：a(t) = a(0) eHΛt (−∞ < t < ∞)

ds2 = −c2dt2 + a(0)2e2HΛt
{
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}
: t̄ = HΛt, r̄ =

HΛ

c
a(0)r > 0 とする。

=

(
c

HΛ

)2 [
−dt̄2 + e2t̄

{
dr̄2 + r̄2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}]
:

{
t̂ = t̄− 1

2
log

(
1− r̄2e2t̄

)
r̂ = r̄et̄ > 0

とする。

=

(
c

HΛ

)2{
−
(
1− r̂2

)
dt̂

2
+

dr̂2

1− r̂2
+ r̂2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}
：座標特異点 r̂ = 1 は『地平面』

∴ K = 0 のとき，解は静的。 ※
∂gab
∂x0

= 0 (x0 = t̂ ), かつ g0i = 0 (i = 1 ∼ 3) となる座標領域をもつ。

○定曲率時空：曲率テンソルを (2,2)型で表すと，曲率定数 K を含まない不変テンソルになる。

Rab
cd =

(
HΛ

c

)2 (
δac δ

b
d − δadδ

b
c

)
, R ≡ Rab

ab = 12

(
HΛ

c

)2

> 0：正曲率時空

∴

{
Ra′b′

c′d′ = Rab
cd ： 一般座標変換に対する不変テンソル

∇eR
ab

cd = 0 ： 共変微分に関する定テンソル

○適当な座標変換により，K ≤ 0 の計量が K > 0 の計量（完全チャート）の形になることが示される。

(5) 反 de Sitter時空（Anti-de Sitter Spacetime）：ε = P = 0, かつ Λ < 0 のとき。

○K < 0 の場合にのみ，解がある。 ※ HΛ =

√
|Λ|c2
3

=

√
−Λc2

3
> 0 とする。

○ a(t) =
c

HΛ

√
|K| sin (HΛt) → ä = −(HΛ)

2a < 0（『減速』する。）

○Rab
cd = −

(
HΛ

c

)2 (
δac δ

b
d − δadδ

b
c

)
：一般座標変換に対する不変テンソル，かつ共変微分に対する定テンソル

○R = −12

(
HΛ

c

)2

< 0：負曲率時空

○完全チャート：de Sitter時空の場合と同様に，適当な座標変換により静的計量が得られる。

ds2 =

(
c

HΛ

)2{
−
(
1 + r̂2

)
dt̂

2
+

dr̂2

1 + r̂2
+ r̂2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)}
: 0 < r̂ < ∞ ※ r̂ = 0は極座標の特異点


