
〔アインシュタイン方程式〕

1. リーマン曲率の性質 ※ Ra
bcd ≡ ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed = −Ra

bdc, Rabcd ≡ gaeR
e
bcd

(a) リーマン曲率の独立成分の数 ※ n次元の場合，各添字は 1 ∼ nの n通りの値をとる。
・Rabcd = −Rabdc : 任意の接続係数 Γa

bcについて成立

・Rabcd +Racdb +Radbc = 0（第１恒等式） : 接続係数が対称性 Γc
ab = Γc

ba をもつとき成立

・Rabcd = −Rbacd : Γc
ab = Γc

ba =
1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) のとき成立

公式 Rabcdは添字対の役割交換 (a, b) ↔ (c, d)に対する対称性Rabcd = Rcdabをもつ。

Rabcd = −Racdb −Radbc : 第１恒等式

= Rcadb +Rdabc : リーマン曲率の反対称性

= Rcadb + (−Rdbca −Rdcab) : 第１恒等式

= Rcadb −Rdbca +Rcdab : リーマン曲率の反対称性

↓
Rbadc = Rdbca −Rcadb +Rdcba : 添字の役割交換（ a ↔ b かつ c ↔ d ）

∴ Rabcd =
1

2
(Rabcd +Rbadc) : Rabcd = −Rabdc = −(−Rbadc) = Rbadc

=
1

2

(
(Rcadb −Rdbca +Rcdab) + (Rdbca −Rcadb +Rdcba)

)
=

1

2
(Rcdab +Rdcba) : Rdcba = −Rdcab = −(−Rcdab) = Rcdab

=
1

2
(Rcdab +Rcdab) = Rcdab

( i ) Rabcdの反対称性Rabcd = −Rbacd = −Rabdcによる制約

・ (a, b)の場合の数 :


a < bのとき : nC2 =

n!

2!(n− 2)!
=

1

2
n(n− 1)

a = bのとき : a ↔ b反対称性より, Rabcd = 0

a > bのとき : 例えばR21cd = −R12cdのように, a < bのときのRabcdで表される。

・ (c, d)の場合の数 = (a, b)の場合の数 ∴ (a, b)と (c, d)の組み合わせの数Anは, An =
1

4
n2(n− 1)2

( ii ) 第１恒等式Rabcd +Racdb +Radbc = 0による制約

・ 第１恒等式のサイクリックな添字 (b, c, d)に関する反対称性がある。

例えば c = d = 1のとき，Rab11 +Ra11b +Ra1b1 = 0 + (−Ra1b1) +Ra1b1 = 0 （無条件で成立）

∴ (b, c, d)の場合の数 Bnは b < c < dとなる場合の数 : Bn = nC3 =
n!

3!(n− 3)!
=

1

6
n(n− 1)(n− 2)

・ 添字 aはサイクリックな添字 (b, c, d)とは独立に，1 ∼ nの n通りの値をとる。

∴ 第１恒等式によるRabcdへの条件式の数 Cnは, Cn = n× Bn =
1

6
n2(n− 1)(n− 2)

(iii) Rabcdの独立成分の数Nnは，添字 (a, b, c, d)の場合の数Anと第１恒等式による条件式の数 Cnとの差

Nn = An − Cn =
1

4
n2(n− 1)2 − 1

6
n2(n− 1)(n− 2) =

1

12
n2(n− 1)

(
3(n− 1)− 2(n− 2)

)
=

1

12
n2(n− 1)(n+ 1) =

1

12
n2(n2 − 1) ∴ N1 = 0, N2 = 1, N3 = 6, N4 = 20, N5 = 50, · · ·

( iv) アインシュタイン方程式へのヒント ※ Rab ≡ Rc
acbはリッチ・テンソル （Rab = Rba）

・ 計量関数の対称性 gab = gbaより，gabの独立成分の数Knは a ≤ bとなる場合の数 ∴ Kn =
1

2
n(n+ 1)

・ N4 = 20 > K4 = 10 ※ gabの独立成分の数に対してリーマン曲率の独立成分の数は多すぎる。

∴ Rab = Rbaより，Rab + αRgab = kTabの形を想定する。 ※

{
αと kは適当な定数

T ab = T baは物質を表す対称テンソル



(b) 第２恒等式の縮約とアインシュタイン・テンソル ※ 添字の上げ下げ : gabSbc = Sa
c, P abQbc = P a

bQ
b
c, etc.

・微分を含む縮約表記の例 : ∇aR
ab = ∇a(g

ac ·Rc
b) = (∇ag

ac) ·Rc
b + gac · ∇aRc

b = 0 + gac · ∇aRc
b

= gac∇aRc
b ≡ ∇cRc

b ∴ ∇aR
ab = ∇aRa

b = gac∇aRcb = gac∇aRc
b

・ 第２恒等式の縮約

0 = ∇eR
a
bcd +∇cR

a
bde +∇dR

a
bec : 第２恒等式

↓ 添字対 (a, e)の縮約

0 = ∇aR
a
bcd +∇cR

a
bda +∇dR

a
bac = ∇aRabcd +∇cR

a
bda +∇dR

a
bac : 縮約する添字の上げ下げ

= −∇aRbacd −∇cR
a
bad +∇dR

a
bac : リーマン曲率の反対称性

= −∇aRbacd −∇cRbd +∇dRbc : リッチ・テンソルの定義（Rbd ≡ Ra
bad = −Ra

bda）

↓ 添字対 (b, c)の縮約

0 = gbc (−∇aRbacd −∇cRbd +∇dRbc) = −∇aRc
acd −∇bRbd +∇dR

c
c

= −∇aRad −∇bRbd +∇dR : リッチ・テンソルとリッチ・スカラーの定義（R ≡ gbcRbc = Rc
c）

= −∇aRad −∇aRad + δbd∇bR = −2∇aRad + gbagad∇bR = −2∇aRad + gba∇b (gadR)

= −2∇aRad +∇a (gadR) = −2∇a
(
Rad −

R

2
gad

)
≡ −2∇aGad, ここで Gad ≡ Rad −

R

2
gad

定義 アインシュタイン・テンソル : Gab ≡ Rab − R

2
gab = Gba → ∇bG

ab = ∇bG
ba = 0 （微分恒等式）

※ 微分恒等式の役割 : 任意の着目点 pについてΓa
bc(p) = 0となる座標系を選ぶとき，(∇bG

ab)p = (∂bG
ab)p = 0

となる。したがって，重力場の方程式（アインシュタイン方程式）の形がGab ≡ Rab − R

2
gab = kT abである

ならば，以下の（物質についての）エネルギーと運動量の（局所的な）保存則 (∂bT
ab)p = 0と両立する。

2. 物質のエネルギー・運動量テンソル Tab ※ 真空中の光の速さを cとして，x0 ≡ ct ∴ ∂0 =
∂

c∂t

(a) 特殊相対論でのエネルギー・運動量テンソル

定義 慣性座標系 (x)におけるエネルギー・運動量テンソルの各成分を次のように定義する。

・T 00 = ε = ρc2 : 単位体積あたりのエネルギー密度 ε

（※ ρ ≡ εc−2） : 静止エネルギーの式E = mc2より，ρを質量密度という。

・T i0 (i = 1 ∼ 3) : 単位体積あたりの運動量密度×c

（※ 運動量の xi成分） : (T 10c−1, T 20c−1, T 30c−1)は運動量密度ベクトル（空間ベクトル）

・T 0k (k = 1 ∼ 3) : 単位時間に単位面積を通過するエネルギー×c−1

（※ xk方向への流れ） : T 0kcをエネルギー流束という。

・T ik (i = 1 ∼ 3, k = 1 ∼ 3) : 単位時間に単位面積を通過する運動量

（※ xk方向への流れ） : T ikを運動量流束という。

※ T abの各成分は，エネルギー密度の次元をもつように定義される。

定理 エネルギーと運動量の生成・消滅がないとき，次の連続の式が成り立つ。

∂bT
ab =

∂T a0

c∂t
+

3∑
k=1

∂T ak

∂xk
= 0 (a = 0 ∼ 3)

・ エネルギー保存則の証明（a = 0） ※ 運動量保存則の証明（a = 1 ∼ 3）も同様

いま，∂bT
0b = 0とする。体積領域 V にある全エネルギーE(t)は，体積分E(t) =

∫
V
T 00dV である。

∴
dE(t)

dt
=

d

dt

∫
V
T 00dV =

∫
V

∂T 00

∂t
dV = c

∫
V

∂T 00

c∂t
dV =

∫
V
−

3∑
k=1

∂(T 0kc)

∂xk
dV = −

∫
S

3∑
k=1

(T 0kc)nkdS

最後の等号でガウスの定理（発散定理）を用いた。ここで閉曲面 Sは V の表面であり，nkは Sの外向き

の単位法線ベクトルである。

∫
S

3∑
k=1

(T 0kc)nkdSは単位時間あたり表面 Sを通じて V の外へ流出するエネル

ギーの総量なので，上記の式はエネルギー保存則を表す。



(b) 非相対論的極限（Non-Relativistic Limit=NRL）

ここでは物質に付随する速さが光の速さ cに比べて十分遅い状況を考える。

・ 物質が移動する速さ∼ v

T i0c

T 00
≡ 運動量の体積密度（ρv程度）× c2

エネルギーの体積密度ε
: E = mc2より, ε = ρc2

∼ 運動量の体積密度（ρv程度）× c2

質量の体積密度ρ× c2
∼ v（物質の平均速度程度の大きさ）

・ エネルギーおよび運動量の流れの速さ∼ u
T 0kc

T 00
≡ 単位時間に単位面積を通過するエネルギー

エネルギーの体積密度
∼ u

T ik

T i0c−1
≡ 単位時間に単位面積を通過する運動量（i成分）

運動量（i成分）の体積密度
∼ u

・ 非相対論的極限（NRL） :
T i0

T 00
∼ v

c
→ 0

T 0k

T 00
∼ u

c
→ 0

T ik

T 00
=

T ik

T i0

T i0

T 00
∼ uv

c2
→ 0

∴
(
T ab

)
NRL

=


ε 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 =


ρc2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


・ 計量 : 遅い運動の状態が保たれるためには，重力加速度が小さいことが必要 → gab ≈ ηabとする。

∴



(
T a

a

)
NRL

= ηab
(
T ab

)
NRL

= η00 ×
(
T 00

)
NRL

= (−1)× ε = −ε = −ρc2(
T 00 − 1

2
T a

ag
00
)
NRL

=
(
T 00

)
NRL

− 1

2
×
(
T a

a

)
NRL

× η00 = ρc2 − 1

2
× (−ρc2)× (−1) =

1

2
ρc2(

T00 −
1

2
T a

ag00

)
NRL

= η0cη0d

(
T cd − 1

2
T a

ag
cd
)
NRL

= η00η00

(
T 00 − 1

2
T a

ag
00
)
NRL

=
1

2
ρc2

3. ニュートン近似

(a) ニュートン的計量 ※ (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) ds2 = gabdx
adxb = −

(
1 +

2

c2
ϕN

)
(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 = ηabdx

adxb − 2

c2
ϕN (dx0)2

ニュートンポテンシャルϕNは, ポワッソン方程式∇2ϕN = 4πGρを満たす。

(b) 近似の精度

・ ϕN の１次精度 : |ϕN | ≪ c2 ∴ gab = ηab +O(ϕN ) → gab = ηab +O(ϕN )

・ cが十分大きいと考え，x0微分は無条件で 0にする。 ∴ ∂0gab =
1

c

∂gab
∂t

→ 0

(c) 接続係数

Γc
ab =

1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) ∼

1

2
gcdO(∂dgab) ∼

1

2
gcdO(ϕN )

∴ Γc
ab ≈

1

2
ηcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab)

公式（i = 1,2,3） Γi
00 ≈

3∑
d=0

1

2
ηid(∂0g0d + ∂0g0d − ∂dg00) ≈ −1

2

3∑
d=0

δid∂dg00

= −1

2
∂ig00 : g00 = −1− 2

c2
ϕN

= −1

2
∂i

(
−1− 2

c2
ϕN

)
=

1

c2
∂ϕN

∂xi
: ϕNの１次精度近似



(d) リッチ・テンソル

Rbd = ∂aΓ
a
bd − ∂dΓ

a
ba + Γe

bdΓ
a
ea − Γe

baΓ
a
ed : Γc

ab ∼ O(ϕN )

≈ ∂aΓ
a
bd − ∂dΓ

c
bc

公式 R00 ≈ ∂aΓ
a
00 − ∂0Γ

c
0c ≈

3∑
i=1

∂iΓ
i
00 : x0微分は無条件で 0

≈
3∑

i=1

∂i

(
1

c2
∂ϕN

∂xi

)
=

1

c2

(
∂2ϕN

∂x2
+

∂2ϕN

∂y2
+

∂2ϕN

∂z2

)
≡ 1

c2
∇2ϕN

∴ ニュートン近似 : R00 ≈
1

c2
∇2ϕN =

1

c2

(
4πGρ

)
=

4πG

c4
ρc2 =

4πG

c4
ε

4. アインシュタイン方程式

※ Gab ≡ Rab −
1

2
Rgab = kTabの形を想定し，ニュートン近似を再現するように未知定数 kを決定する。

・ アインシュタイン方程式の縮約

gabRab −
1

2
Rgabgab = kgabTab : gabgab = δaa = 4（4次元時空）

→ R− 1

2
R× 4 = −R = kT a

a = kT c
c ∴ R = −kT c

c

・変形されたアインシュタイン方程式 : Rab = k

(
Tab −

1

2
T c

cgab

)
・ ニュートン近似

R00 ≈
4πG

c4
ρc2

k

(
T00 −

1

2
T c

cg00

)
≈ k

(
T00 −

1

2
T c

cg00

)
NRL

= k × 1

2
ρc2 =

k

2
ρc2

∴
4πG

c4
=

k

2
→ k =

8πG

c4

基本仮説 アインシュタイン方程式 Gab ≡ Rab −
R

2
gab =

8πG

c4
Tab が成り立つ。

※ T abについては物質場に対する物理法則が必要。また，T ab = T baと∇bT
ab = 0を満たす必要がある。

5. アインシュタイン方程式の解としての定曲率多様体

定義 Kを適当なスカラー定数としてリーマン曲率が次のようになるとき，定曲率 (n 次元)多様体という。

Rabcd = K
(
gacgbd − gadgbc

)
※ ∇eRabcd = (∇eK)

(
gacgbd − gadgbc

)
+K∇e

(
gacgbd − gadgbc

)
= 0

・ リッチ・テンソルとスカラー曲率 ※ n次元多様体において gacgac = δaa = nとなることを用いる。
Rbd = gacRabcd = K

(
gacgacgbd − gacgadgbc

)
= K

(
δaagbd − δcdgbc

)
= K

(
ngbd − gbd

)
= (n− 1)Kgbd

R = gbdRbd = (n− 1)Kgbdgbd = (n− 1)Kδbb = n(n− 1)K

∴ Gab = −1

2
(n− 1)(n− 2)Kgab ※ n = 4では，Rab = 3Kgab，R = 12K，Gab = −3Kgab となる。

・ アインシュタインの宇宙定数

定曲率４次元時空について，Tab = −3Kc4

8πG
gab をエネルギー・運動量テンソルとするアインシュタイン方程式の

特解と考えることができる。このとき，Λ ≡ 1

2
(n− 1)(n− 2)K = 3Kをアインシュタインの宇宙定数という。

・ 定曲率４次元時空の計量 ※ K > 0の場合，r =
√
Kに座標特異点をもつ。

ds2 = −
(
1−Kr2

)
c2dt2 + (1−Kr2)−1dr2 + r2

(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
※


K > 0 ドジッタ―時空

K = 0 ミンコフスキー時空

K < 0 反ドジッタ―時空


