
〔線形空間と双対空間（一般相対論Ｂへの準備）〕 ※ 線形空間と双対空間の組で不変内積を定義する。

※ 単位行列の a行 b列成分は，次のように定義されるクロネッカーのデルタ δab で表される。 δab ≡
{
1 a = b

0 a ̸= b

1. 実線形空間 ここでは，実線形空間の元（実ベクトル）を u, v等の太文字，実数を a, b等の斜体文字で表す。

定義 集合 V の元が次の公理を満たすとき，V を実線形空間（実ベクトル空間）という。

≪実線形空間の公理≫

(1) 集合 V で和が定義され，以下の性質を満たす。

(a) 交換則 : u+ v = v + u (b) 結合則 : (u+ v) +w = u+ (v +w)

(c) 零元 0の存在 : v + 0 = v (d) 逆元−vの存在 : v + (−v) = 0

(2) 集合 V の元と実数との積が定義され，以下の性質を満たす。

(a) 実数 1との積 : 1v = v (b) 結合則 : (ab)v = a(bv)

(c) 分配則１ : (a+ b)v = av + bv (d) 分配則２ : a(u+ v) = au+ av

≪ベクトル代数の基本定理≫ ※ 上記の公理より，次の諸定理が導かれる。

(1) 零元の一意性 : 0と 0′が共に零元のとき，0′ = 0 である。

0′ = 0′ + 0 : 公理 (1)− (c) 零元 0の性質

= 0+ 0′ : 公理 (1)− (a) 交換則

= 0 : 公理 (1)− (c) 零元 0′の性質 ∴ 0′ = 0

(2) 逆元の一意性 : −vと−v′が共に vの逆元のとき，−v′ = −v である。

−v′ = −v′ + 0 = −v′ +
(
v + (−v)

)
: 公理 (1)− (c) 零元 0の性質, 公理 (1)− (d) 逆元− vの性質

=
(
−v′ + v

)
+ (−v) =

(
v + (−v′)

)
+ (−v) : 公理 (1)− (b) 結合則, 公理 (1)− (a) 交換則

= 0+ (−v) = −v + 0 : 公理 (1)− (d) 逆元− v′の性質, 公理 (1)− (a) 交換則

= −v : 公理 (1)− (c) 零元 0の性質 ∴ − v′ = −v

(3) 0v = 0 : 公理 (2)の (a)と (c)より，v = 1v = (1 + 0)v = 1v + 0v = v + 0v ∴ 零元の一意性より, 0v = 0

(4) (−1)v = −v : 公理 (2)の (a)と (c)，および 0v = 0を用いる。

0 = 0v =
(
1 + (−1)

)
v = 1v + (−1)v = v + (−1)v ∴ 逆元の一意性より，(−1)v = −v

定義 u− v ≡ u+ (−v) でベクトルの差を定義する。

2. 線形空間 V の基底と次元

定義 V の基底とは次の条件を満たす V の元の集まり E = {e1, · · · , en }であり，このとき nを V の次元という。

(a) 線形空間 V を張る。すなわち，任意のベクトル vが基底ベクトルの線形結合で表される。

∀v ∈ V, ∃(v1, · · · , vn) ∈ �n; v =
n∑

a=1

vaea ※ (v1, · · · , vn)を基底 E に関する vの成分という。

(b) 線形独立 : v = 0 となるのは v1 = · · · = vn = 0 のときのみ。

定理 次の２つの定理は重要である。

(1) 成分の一意性 : v =
n∑

a=1

vaea =
n∑

a=1

v̂aeaならば，v̂a = vaである。

0 = v − v =
n∑

a=1

v̂aea −
n∑

a=1

vaea =
n∑

a=1

(v̂a − va) ea ∴ 基底の線形独立性より， v̂a − va = 0



(2) 線形空間 V の次元（dimV と表記）は，基底の選び方によらない。

{ ea | a = 1 ∼ n }と { ēµ | µ = 1 ∼ m } が共に線形空間 V の基底であるとき，m = n となることを示す。

基底ベクトル自身も V の元であるから，適当な係数 (Xµ
a と Y a

µ )を用いて次のように表現できる。
ea =

m∑
µ=1

Xµ
a ēµ (a = 1 ∼ n)

ēµ =
n∑

b=1

Y b
µeb (µ = 1 ∼ m)

→
n∑

b=1

δbaeb = ea =
m∑

µ=1

Xµ
a

n∑
b=1

Y b
µeb =

n∑
b=1

 m∑
µ=1

Y b
µX

µ
a

 eb

∴ 成分の一意性より,
m∑

µ=1

Y b
µX

µ
a = δba が得られる。同様に, ebを消去すると

n∑
a=1

Xµ
a Y

a
ν = δµν が得られる。

添字の『上・下』をそれぞれ行列の『行・列』と解釈し，上記の結果を行列表記すると次のようになる。

m∑
µ=1

Y b
µX

µ
a = δba → Y X = En (n次の単位行列)

n∑
a=1

Xµ
a Y

a
ν = δµν → XY = Em (m次の単位行列)

∴両辺の行列式 → det(XY ) = det(Y X) = 1

以下のようにm ̸= nのときは det(XY )と det(Y X)の少なくとも一方が必ず 0になるため，m = nである。

定理 n < mのとき，任意のm× n行列Aと任意の n×m行列B について，det(AB) = 0が成り立つ。

行列式の定義 : det(AB) =
m∑

µ1, µ2, ···, µm=1

ϵµ1µ2···µm(AB)µ1
1 (AB)µ2

2 · · · (AB)µm
m , (AB)µν =

n∑
a=1

Aµ
aB

a
ν

ここで, ϵµ1µ2···µm ≡


+1 (µ1, µ2, · · · , µm)が (1, 2, · · · ,m)の偶置換

−1 (µ1, µ2, · · · , µm)が (1, 2, · · · ,m)の奇置換

0 上記以外の場合すべて

（レヴィ・チヴィタ記号）

∴ det(AB) =
n∑

a1, ···, am=1

Ba1
1 · · ·Bai

i · · ·Bak
k · · ·Bam

m

m∑
µ1, ···, µm=1

ϵµ1···µi···µk···µmA
µ1
a1 · · ·A

µi
ai · · ·A

µk
ak

· · ·Aµm
am

いま，µ1 · · ·µmについての和を考える。このとき n < mより，m個の自然数 a1 · · · amのうち，少なくとも
１組は同じ値になる。それを (ai, ak) ≡ (a, a)として，µiと µkの和の部分に着目する。{
ϵµ1···µi···µk···µm = −ϵµ1···µk···µi···µm : (µi, µk)について反対称

Aµi
a Aµk

a = Aµk
a Aµi

a : (µi, µk)について対称
→

m∑
µi, µk=1

ϵµ1···µi···µk···µmA
µi
a Aµk

a = 0

3. 双対空間 ここでは，双対空間の任意の元（双対ベクトル）を λ̃, µ̃等で表す。

定義 線形空間 V の元を変数とする汎関数の集合 V ∗が次の性質を満たすとき，V ∗を V の双対空間という。

(a) V ∗は線形空間（V ∗の元の線形和は V ∗の元）: (aλ̃+ bµ̃)(v) ≡ a
(
λ̃(v)

)
+ b
(
µ̃(v)

)
→ aλ̃+ bµ̃ ∈ V ∗

(b) λ̃は線形汎関数 : λ̃(au+ bv) = aλ̃(u) + bλ̃(v) ※ a = b = 0として λ̃(0) = 0が得られる。

(c) 0̃(v) = 0を満たす零関数 0̃の存在 : (λ̃+ 0̃)(v) = λ̃(v) + 0̃(v) = λ̃(v)より, λ̃+ 0̃ = λ̃ ∴ 0̃は V ∗の零元。

※ V の任意の基底 {e1, · · · , en}に対し，V ∗の元 ẽ1, · · · , ẽn を関係式 ẽa(eb) = δab を満たすものとして定義する。

このとき，次のように va = ẽa(v) が成り立つ。 ẽa(v) = ẽa
(

n∑
b=1

vbeb

)
=

n∑
b=1

vb
{
ẽa (eb)

}
=

n∑
b=1

vbδab = va

定理 双対空間 V ∗は，{ẽ1, · · · ẽn}を基底（双対基底）とする線形空間である。 ∴ dimV =dimV ∗ = n

(a) ẽaが V ∗を張ること : λa ≡ λ̃(ea)で実数 λ1, · · · , λnを定義する。v =
n∑

a=1

vaeaを V の任意の元とする。

λ̃ (v) = λ̃

(
n∑

a=1

vaea

)
=

n∑
a=1

vaλ̃(ea) =
n∑

a=1

va λa =
n∑

a=1

λaẽ
a(v) =

(
n∑

a=1

λaẽ
a

)
(v) ∴ λ̃ =

n∑
a=1

λaẽ
a

(b) 線形独立性 : λ̃ = 0̃のとき，任意の v1 · · · vnに対して λ̃(v) =
n∑

a=1

λav
a = 0 である。これが成り立つのは，

λ1 = · · · = λn = 0のときのみ。


