
〔リーマン幾何学〕 ※ 定義と基本公式の導出（計算の詳細など）

1. 計量テンソルと接続

(a) 計量によるベクトルの内積{
・接線型ベクトルの内積 : g(u⃗, v⃗) = gabu

avb, ここで gab = gba （u⃗と v⃗は任意の接ベクトル）

・勾配型ベクトルの内積 : g−1(µ̃, ω̃) = gabµaωb, ここで gab = gba （µ̃と ω̃は任意の１形式）

ここで，gabと gabは逆行列の関係式 gacgcb = gbcg
ca = δab を満たす。

※ 計量を幾何学の基本と考えるので，gab が発散する点と det(gab) = 0 となる点では座標 (x) が定義されない。

(b) 接続係数と微分公式（共変微分） ※ 座標系 (x)のすべての点で Γa
bc = 0となるとき，平坦な接続という。

・座標基底の微分の定義 :

{
∂cea ≡ Γd

aced （ea ≡ e⃗aは接ベクトルの座標基底）

∂ce
b ≡ −Γb

dce
d （ea ≡ ẽaは１形式の座標基底）

・微分公式の導出例 : A = Aa
bea ⊗ ebを任意の (1,1)型テンソルとする。

∂cA = ∂c
( n∑
a,b=1

Aa
bea ⊗ eb

)
: 和記号を一時的に明記する。

=
n∑

a,b=1

∂c
(
Aa

bea ⊗ eb
)

: 線形則（微分は和と可換） ※ 以下では和記号を省略する。

= (∂cA
a
b)ea ⊗ eb +Aa

b

{
(∂cea)⊗ eb + ea ⊗ (∂ce

b)
}

: 積の微分則（ライプニッツ則）

= (∂cA
a
b)ea ⊗ eb +Aa

b

{
(Γd

aced)⊗ eb + ea ⊗ (−Γb
dce

d)
}

: 添字の変更

{
２項目 a↔ d

３項目 b ↔ d
をおこなう。

=
(
∂cA

a
b + Γa

dcA
d
b − Γd

bcA
a
d

)
ea ⊗ eb ≡ (∇cA

a
b) ea ⊗ eb

ここで定義した ∇cA
a
b ≡ (∂cA)ab = ∂cA

a
b + Γa

dcA
d
b − Γd

bcA
a
d をAa

bの共変微分という。

公式 ∇cδ
a
b = 0 : ∇cδ

a
b = ∂cδ

a
b + Γa

dcδ
d
b − Γd

bcδ
a
d = 0 + Γa

bc − Γa
bc = 0 ∴ δab ea ⊗ eb は定テンソル

(c) リーマン接続（計量接続）

定理 次の２つの要請を満たす接続係数は一意的に，Γc
ab =

1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) と決まる。{

Γc
ab = Γc

ba ∴ T c
ab ≡ Γc

ab − Γc
ba = 0 : 対称な接続（ねじれテンソル T c

abec ⊗ ea ⊗ eb が 0）

∇cgab ≡ (∂cg)ab = ∂cgab − Γd
acgdb − Γd

bcgad = 0 : 計量 g = gabe
a ⊗ ebは定テンソル

（証明） 記号 Γdabを Γdab ≡ gdeΓ
e
ab = gedΓ

e
ab で定義すると，対称な接続では Γdab = Γdba となる。また，上記の

要請より，0 = ∇agbd = ∂agbd − Γe
baged − Γe

dagbe = ∂agbd − Γdba − Γbda ⇐⇒ ∂agbd = Γdba + Γbda が成り立つ。

0 = gcd
(
∇agbd +∇bgad −∇dgab

)
: カッコの中は, 添字の交換 a ↔ bに対して対称な組み合わせ

= gcd
{
(∂agbd −

�� ��Γdba − Γbda ) + (∂bgad −
�� ��Γdab − Γadb)− (∂dgab − Γbad − Γabd)

}
: Γdba = Γdab etc.

= gcd
(
∂agbd + ∂bgad − ∂dgab − 2

�� ��Γdab

)
∴ gcdΓdab =

1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab)

ここで gcdΓdab = gcdgdeΓ
e
ab = δceΓ

e
ab = Γc

abとなり，Γc
ab = gcdΓdab =

1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab)が得られる。

公式 ∇cδ
a
d = 0と∇cged = 0より，以下のように ∇cg

ab = 0 が成り立つ。

0 = gdb∇cδ
a
d = gdb∇c(g

ae · ged) = gdb (∇cg
ae · ged + gae · ∇cged) = gdb (∇cg

ae · ged + gae · 0)
= gedg

db∇cg
ae = δbe∇cg

ae = ∇c(g
ae · δbe)− gae · ∇cδ

b
e = ∇cg

ab − gae · 0
= ∇cg

ab ∴ gabea ⊗ eb は定テンソル



2. 対称な接続の局所平坦性 ※ 座標系 (x)のすべての点で Γa
bc = Γa

cbとなるとき，対称な接続という。

(a) ヤコビ行列とその微分

座標変換 (x) → (x′) に対し，


Xa′

b ≡ ∂xa
′
(x)

∂xb
, Xa

b′ ≡
∂xa(x′)

∂xb′

Xa
b′c′ ≡

∂

∂xc′
Xa

b′ =
∂2xa

∂xc′∂xb′
=

∂2xa

∂xb′∂xc′
= Xa

c′b′ : 座標関数の偏微分は可換

(b) 接続係数の変換公式 :

{
Γc
ab ec ≡ ∂bea in (x) ※ ea ≡ e⃗a = Xc′

a e⃗c′

Γc′
a′b′ec′ ≡ ∂b′ea′ in (x′) ※ ea′ ≡ e⃗a′ = Xd

a′ e⃗d

Γc′
a′b′ec′ ≡ ∂b′ea′ = ∂b′(X

d
a′ed) = (∂b′X

d
a′)ed +Xd

a′(∂b′ed) = Xd
a′b′ed +Xd

a′(X
e
b′∂eed)

= Xd
a′b′ed +Xd

a′X
e
b′Γ

f
deef = Xd

a′b′(X
c′
d ec′) +Xd

a′X
e
b′Γ

f
de(X

c′
f ec′)

=
{
Xd

a′X
e
b′X

c′
f Γ

f
de +Xc′

d X
d
a′b′

}
ec′ ∴ Γc′

a′b′ = Xd
a′X

e
b′X

c′
f Γ

f
de +Xc′

d X
d
a′b′

(c) 対称な接続の局所平坦性定理 ※ 必要に応じて，以下では和記号を明記することがある。

定理 Γc
ab = Γc

baのとき，（任意の）着目点 pについて，適当な座標変換 (x) → (x′)により Γc′
a′b′(p) = 0 とできる。

関係式 xa − xa(p) = xa
′ − xa

′
(p)− 1

2

n∑
b,c=1

Γa
bc(p)

(
xb

′ − xb
′
(p)
) (

xc
′ − xc

′
(p)
)
で座標系 (x′)を定義する。

このとき，自明な等式
(
xa

′ − xa
′
(p)
)
p
= 0 と ∂d′

(
xa

′ − xa
′
(p)
)
=

∂xa
′

∂xd′
= δa

′
d′ より，次の公式が得られる。

・
∂xa

∂xd′
= ∂d′

{
xa

′ − xa
′
(p)
}
− 1

2

n∑
b,c=1

Γa
bc(p) ∂d′

{(
xb

′ − xb
′
(p)
) (

xc
′ − xc

′
(p)
)}

= δa
′

d′ −
1

2

n∑
b,c=1

Γa
bc(p)

{
δb

′
d′

(
xc

′ − xc
′
(p)
)
+
(
xb

′ − xb
′
(p)
)

δc
′

d′

}

∴

Xa
d′(p) ≡

(
∂xa

∂xd′

)
p
= δa

′
d′ = δad

Xb′
a (p)はXa

d′(p) = δa
′

d′ = δadと逆行列の関係にあるので, Xb′
a (p) = δb

′
a′ = δba

・
∂

∂xe′

(
∂xa

∂xd′

)
= ∂e′ δ

a′
d′ −

1

2

n∑
b,c=1

Γa
bc(p) ∂e′

{
δb

′
d′

(
xc

′ − xc
′
(p)
)
+
(
xb

′ − xb
′
(p)
)

δc
′

d′

}

= 0− 1

2

n∑
b,c=1

Γa
bc(p)

(
δb

′
d′δ

c′
e′ + δb

′
e′δ

c′
d′

)
= −1

2

n∑
b,c=1

(
Γa
bc(p)δ

b
dδ

c
e + Γa

bc(p)δ
b
eδ

c
d

)
= −1

2
(Γa

de(p) + Γa
ed(p)) = −Γa

de(p) : Γa
de(p) = Γa

ed(p) より

∴ Xd
a′b′(p) = Xd

b′a′(p) =

(
∂2xd

∂xa′∂xb′

)
p

=

[
∂

∂xa′

(
∂xd

∂xb′

)]
p

= −Γd
ab(p) = −Γd

ba(p)

Γc
abの変換公式を用いて以下のように，対称な接続に対して Γc′

a′b′(p) = 0 が示される。

Γc′
a′b′(p) = (Xd

a′X
e
b′X

c′
f Γ

f
de +Xc′

d X
d
a′b′)p = δdaδ

e
bδ

c
fΓ

f
de(p) + δcd(−Γd

ab(p)) = Γc
ab(p)− Γc

ab(p) = 0

(d) 計量の局所平坦性定理 ※ 接続係数 Γc
abについて，リーマン接続の場合を考える。

補助定理 リーマン接続では Γc
ab = gcdΓdab =

1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) = Γc

baなので，Γc′
a′b′(p) = 0が可能。

定理 det(ga′b′) ̸= 0のとき，次の同値関係が成り立つ。 Γc′a′b′(p) = 0 ⇐⇒ Γc′
a′b′(p) = 0 ⇐⇒

(
∂ga′b′

∂xc′

)
p
= 0

補足 任意の着目点 pについて，補助定理より，Γc′
a′b′(p) = 0が成り立つ座標系 (x′)が必ず存在する。このとき

∂ga′b′

∂xc′
= Γa′b′c′ + Γb′a′c′ = ga′d′Γ

d′
b′c′ + gb′d′Γ

d′
a′c′ より，

(
∂ga′b′

∂xc′

)
p
= 0 も成り立つ。 （計量の局所平坦性）



3. 曲率テンソル

(a) 微分交換子と曲率テンソル

定義 接ベクトルの座標基底を eaとして，多様体の “曲がり具合”を次の関係式で定義されるRa
bcdで表す。

Ra
bcdea ≡ ∂c(∂deb)− ∂d(∂ceb) : 微分の順番が d → cの場合と c → dの場合との差

公式 1 以下のように，関係式Ra
bcd = ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed = −Ra

bdcが成り立つ。

∂c(∂deb) = ∂c(Γ
a
bdea) = (∂cΓ

a
bd)ea + Γa

bd(∂cea)

= (∂cΓ
a
bd)ea + Γa

bd(Γ
e
acee) : ２項目の添字の役割交換 a ↔ e をおこなう。

= (∂cΓ
a
bd) ea + Γe

bdΓ
a
ecea = (∂cΓ

a
bd + Γe

bdΓ
a
ec) ea

∴ Ra
bcdea ≡ ∂c(∂deb)− ∂d(∂ceb) = (∂cΓ

a
bd + Γe

bdΓ
a
ec) ea − (∂dΓ

a
bc + Γe

bcΓ
a
ed) ea

= (∂cΓ
a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed) ea

公式 2 １形式の座標基底を eaとして，関係式 ∂c(∂de
a)− ∂d(∂ce

a) = −Ra
bcde

b = Ra
bdce

bが成り立つ。

∂c(∂de
a) = ∂c(−Γa

bde
b) = (−∂cΓ

a
bd)e

b − Γa
bd(∂ce

b)

= (−∂cΓ
a
bd)e

b − Γa
bd(−Γb

ece
e) : ２項目の添字の役割交換 b ↔ e をおこなう。

= (−∂cΓ
a
bd) e

b + Γa
edΓ

e
bce

b = − (∂cΓ
a
bd − Γe

bcΓ
a
ed) e

b

∴ ∂c(∂de
a)− ∂d(∂ce

a) = − (∂cΓ
a
bd − Γe

bcΓ
a
ed) e

b + (∂dΓ
a
bc − Γe

bdΓ
a
ec) e

b

= −(∂cΓ
a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed)e

b

= −Ra
bcde

b = Ra
bdce

b

公式 3 Aを任意のテンソルとして，
{
∂c(∂dA)− ∂d(∂cA)

}
は一般座標変換 (x) → (x′)のもとで，添字の組 (c, d)

について (0, 2)型テンソルの成分と同じ変換をする。

・∂c′(∂d′A) = ∂c′(X
b
d′∂bA) = (∂c′X

b
d′)(∂bA) +Xb

d′∂c′(∂bA) = Xb
d′c′(∂bA) +Xb

d′X
a
c′∂a(∂bA)

・∂d′(∂c′A) = Xb
c′d′(∂bA) +Xb

c′X
a
d′∂a(∂bA) = Xb

c′d′(∂bA) +Xa
c′X

b
d′∂b(∂aA) : 添字の役割交換 a ↔ b

∴
{
∂c′(∂d′A)− ∂d′(∂c′A)

}
=
{
Xb

d′c′(∂bA) +Xb
d′X

a
c′∂a(∂bA)

}
−
{
Xb

c′d′(∂bA) +Xa
c′X

b
d′∂b(∂aA)

}
= (Xb

d′c′ −Xb
c′d′)(∂bA) +Xa

c′X
b
d′

{
∂a(∂bA)− ∂b(∂aA)

}
: Xb

d′c′ = Xb
c′d′

= Xa
c′X

b
d′

{
∂a(∂bA)− ∂b(∂aA)

}
: 添字の組 (c′, d′)について (0, 2)型の変換

定理 Ra
bcdは一般座標変換 (x) → (x′)のもとで，(1, 3)型テンソルの成分と同じ変換をする。

（証明） 定義式Ra
bcdea ≡ ∂c∂deb − ∂d∂cebと公式 3より，Ra

bcdは下添字の組 (c, d)について (0, 2)型テンソル

の成分と同じ変換をする。したがって，上添字 aと下添字 b について調べればよい。

・∂c′(∂d′eb′) = ∂c′ {∂d′ (Xe
b′ee)} = ∂c′ {(∂d′Xe

b′)ee +Xe
b′(∂d′ee)}

= (∂c′∂d′X
e
b′)ee + (∂d′X

e
b′)(∂c′ee) + (∂c′X

e
b′)(∂d′ee) +Xe

b′ · ∂c′(∂d′ee)

・∂d′(∂c′eb′) = (∂d′∂c′X
e
b′)ee + (∂c′X

e
b′)(∂d′ee) + (∂d′X

e
b′)(∂c′ee) +Xe

b′ · ∂d′(∂c′ee) : ∂d′∂c′X
e
b′ = ∂c′∂d′X

e
b′

∴

�� ��Ra′
b′c′d′ ea′ ≡ ∂c′(∂d′eb′)− ∂d′(∂c′eb′) = Xe

b′ · {∂c′(∂d′ee)− ∂d′(∂c′ee)} : 公式 3 を用いる。

= Xe
b′ ·X

f
c′X

g
d′ {∂f (∂g∂ee)− ∂g(∂fee)} = Xe

b′X
f
c′X

g
d′R

h
efgeh = Xe

b′X
f
c′X

g
d′R

h
efg(X

a′
h ea′)

=

�
�

�
�Xe

b′X
f
c′X

g
d′X

a′
h Rh

efg ea′ :
�� ��(1,3)型テンソルの成分の変換則

定義 Ra
bcd ≡ ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed = −Ra

bdcを成分とする (1, 3)型テンソルを曲率テンソルという。

定義 Rbd ≡ Ra
bad = ∂aΓ

a
bd − ∂dΓ

a
ba + Γe

bdΓ
a
ea − Γe

baΓ
a
edを成分とする (0, 2)型テンソルをリッチ・テンソルという。

※ 曲率テンソルとリッチ・テンソルの定義では接続係数のみが用いられ，計量を必要としない。また，この段階

では対称な接続である必要もない。



(b) 対称な接続とビアンキ恒等式 ※ 以下では，対称な接続（ Γc
ab = Γc

ba ）の場合のみを考える。

公式 1 Γc
ab = Γc

baのとき，第１ビアンキ恒等式 Ra
bcd +Ra

cdb +Ra
dbc = 0 が成り立つ。

Ra
bcd +Ra

cdb +Ra
dbc = ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed

+ ∂dΓ
a
cb − ∂bΓ

a
cd + Γe

cbΓ
a
ed − Γe

cdΓ
a
eb

+ ∂bΓ
a
dc − ∂cΓ

a
db + Γe

dcΓ
a
eb − Γe

dbΓ
a
ec = 0

公式 2 Γc
ab = Γc

baのとき，第２ビアンキ恒等式 ∇eR
a
bcd +∇cR

a
bde +∇dR

a
bec = 0 が成り立つ。ここで∇eR

a
bcd

はRa
bcdの共変微分である。

（公式 2の導出）

対称な接続の局所平坦性定理より，任意の着目点 pについて，Γc
ab(p) = 0 となる座標系 (x)が必ず存在する。

このとき，この座標系 (x)において以下の関係式が成り立つ。

・ (Ra
bcd)p = (∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed)p = (∂cΓ

a
bd)p − (∂dΓ

a
bc)p

・(∇eR
a
bcd)p = (∂eR

a
bcd + Γa

feR
f
bcd − Γf

beR
a
fcd − Γf

ceR
a
bfd − Γf

deR
a
bcf )p

= (∂eR
a
bcd)p =

(
∂e(∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γf

bdΓ
a
fc − Γf

bcΓ
a
fd)
)
p

=
(
∂e∂cΓ

a
bd − ∂e∂dΓ

a
bc + (∂eΓ

f
bd)Γ

a
fc + Γf

bd(∂eΓ
a
fc)− (∂eΓ

f
bc)Γ

a
fd − Γf

bc(∂eΓ
a
fd)
)
p

= (∂e∂cΓ
a
bd)p − (∂e∂dΓ

a
bc)p

∴ (∇eR
a
bcd +∇cR

a
bde +∇dR

a
bec)p

=
�� ��(∂e∂cΓ

a
bd)p − (∂e∂dΓ

a
bc)p + (∂c∂dΓ

a
be)p −

�� ��(∂c∂eΓ
a
bd)p + (∂d∂eΓ

a
bc)p − (∂d∂cΓ

a
be)p = 0

ここで∇eR
a
bcd +∇cR

a
bde +∇dR

a
becはテンソル（添字表記）なので，ある座標系 (x)で 0ならば任意の座標系

で 0になる。また，点 pは任意なので，すべての点で∇eR
a
bcd +∇cR

a
bde +∇dR

a
bec = 0が成り立つ。

(c) リーマン曲率

定義 リーマン接続 Γc
ab =

1

2
gcd(∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) を用いるときの曲率テンソルをリーマン曲率という。

公式 Ra
bcdがリーマン曲率のとき，リッチ・テンソルRbd ≡ Ra

badについて，Rbd = Rdbが成り立つ。

（公式の導出） ※ Γcab ≡ gcdΓ
d
ab =

1

2
(∂agbc + ∂bgac − ∂cgab)

計量の局所平坦性定理より，任意の着目点 pについて，(∂cgab)p = (∂cg
ab)p = 0, かつ Γc

ab(p) = 0 となる座標系

が必ず存在する。このとき，この座標系 (x)において以下の関係式が成り立つ。 ※ Rabcd ≡ gaeR
e
bcd

・(Rabcd)p ≡ (gaeR
e
bcd)p = gae(p)(∂cΓ

e
bd − ∂dΓ

e
bc + Γf

bdΓ
e
fc − Γf

bcΓ
e
fd)p = gae(p)(∂cΓ

e
bd − ∂dΓ

e
bc)p

= (∂c(gaeΓ
e
bd)− (∂cgae)Γ

e
bd − ∂d(gaeΓ

e
bc) + (∂dgae)Γ

e
bc)p = (∂c(gaeΓ

e
bd)− ∂d(gaeΓ

e
bc))p

= (∂cΓabd − ∂dΓabc)p =

(
1

2
∂c(∂bgda + ∂dgba − ∂agbd)−

1

2
∂d(∂bgca + ∂cgba − ∂agbc)

)
p

=
1

2
(∂c∂bgda − ∂c∂agbd − ∂d∂bgca + ∂d∂agbc)p ※ ∂c∂b = ∂b∂c etc., gda = gad etc. である。

∴ (Rabcd)p = −(Rabdc)p = −(Rbacd)p = (Rbadc)p = (Rcdab)p = −(Rcdba)p = −(Rdcab)p = (Rdcba)p

※ Rabcdはテンソルなので，上記の対称性・反対称性は任意の座標系における任意の点で成り立つ。

※ gaeRebcd = gae(gefR
f
bcd) = (gaegef )R

f
bcd = δafR

f
bcd = Ra

bcd

∴ Rbd = Ra
bad = gacRabcd = gacRcdab = Ra

dab = Rdb （公式）

定義 R ≡ gabRabをスカラー曲率，あるいはリッチ・スカラーという。

定義 Gab ≡ Rab −
1

2
Rgabをアインシュタイン・テンソルという。


