
〔テンソルとその微分〕 ※ 『一般相対論Ｂ』に現れる数式の公式集

1. n 次元一般座標

(a) n 次元一般座標の表記法

( i ) (x1, · · · , xn)，(x1
′
, · · · , xn′

)などをそれぞれ (x)，(x′)のように表記する。

( ii ) 簡単化のため，(x1, · · · , xn)を変数とする関数を f(x)，あるいは単に f のように表記する。

(b) 座標変換 ※ a, bなどの添字は 1から nまでの整数値をとる。

( i ) xa(x′)，xa
′
(x)などの座標変換関数は C∞級（無限階連続微分可能）であるものとする。

( ii ) 座標変換関数の全微分


dxa =

n∑
b=1

∂xa(x′)

∂xb′
dxb

′
=

n∑
b=1

Xa
b′dx

b′ ： Xa
b′ ≡

∂xa(x′)

∂xb′
, det

(
Xa

b′

)
̸= 0

dxa
′
=

n∑
b=1

∂xa
′
(x)

∂xb
dxb =

n∑
b=1

Xa′
b dxb ： Xa′

b ≡
∂xa

′
(x)

∂xb
, det

(
Xa′

b

)
̸= 0

(iii)
(
Xa

b′

)
と

(
Xa′

b

)
の逆行列関係

n∑
c=1

Xa
c′X

c′
b =

n∑
c=1

∂xa(x′)

∂xc′
∂xc

′
(x)

∂xb
=

∂xa

∂xb
= δab ≡

{
1 (a = b)

0 (a ̸= b)
同様に

n∑
c=1

Xa′
c Xc

b′ = δa
′

b′ ≡
{
1 (a = b)

0 (a ̸= b)

2. ベクトルとテンソル ※ 以下では
n∑

b=1

Xa′
b dxb → Xa′

b dxb のように，アインシュタインの表記法を用いる。

(a) 接ベクトル v⃗ : e⃗a ≡
∂

∂xa
を座標基底とする線形空間の元 ※ 座標系 (x′)では，e⃗a′ ≡

∂

∂xa′

v⃗ = vae⃗a = va
′
e⃗a′ ※ 変換則

{
e⃗a′ = Xb

a′ e⃗b, e⃗a = Xb′
a e⃗b′ : 座標基底

va
′
= Xa′

b vb, va = Xa
b′v

b′ : 座標成分

(b) １形式 ω̃ : ẽa ≡ dxaを座標基底とする線形空間の元 ※ 座標系 (x′)では，ẽa
′ ≡ dxa

′

ω̃ = ωaẽ
a = ωa′ ẽ

a′ ※ 変換則

{
ẽa

′
= Xa′

b ẽb, ẽa = Xa
b′ ẽ

b′ : 座標基底

ωa′ = Xb
a′ωb, ωa = Xb′

a ωb′ : 座標成分

(c) 不変内積汎関数としての接ベクトルと１形式の双対性 (Duality)

( i ) 内積の定義と表記法 v⃗(ω̃) ≡ ω̃(v⃗) ≡ ωav
a ※

{
接ベクトル v⃗ : １形式を変数とする汎関数

１形式 ω̃ : 接ベクトルを変数とする汎関数

( ii ) 内積の座標独立性 ωav
a =

(
Xb′

a ωb′

)(
Xa

c′v
c′
)
=

(
Xb′

a X
a
c′

)
ωb′v

c′ = δb
′

c′ωb′v
c′ = ωc′v

c′ = ωa′v
a′

(d) 座標基底のテンソル積 eb1···bsa1···ar ≡ e⃗a1 ⊗ · · · ⊗ e⃗ar ⊗ ẽb1 ⊗ · · · ⊗ ẽbs

eb1···bsa1···ar(ω̃
1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s) ≡ e⃗a1(ω̃

1) · · · e⃗ar(ω̃r) · ẽb1(v⃗1) · · · ẽbs(v⃗s) ≡ (ω̃1)a1 · · · (ω̃r)ar · (v⃗1)b1 · · · (v⃗s)bs

(e) (r, s)型テンソルA : eb1···bsa1···ar を座標基底とする線形空間の元 ※ スカラー関数は (0, 0)型テンソル

A = Aa1···ar
b1···bs e

b1···bs
a1···ar ※ A(ω̃1, · · · , ω̃r; v⃗1, · · · , v⃗s) ≡ Aa1···ar

b1···bs (ω̃
1)a1 · · · (ω̃r)ar · (v⃗1)b1 · · · (v⃗s)bs

(f) 抽象添字記法 : 基底を省略し，例えば接ベクトル va，１形式 ωa，(1, 2)型テンソル Sa
bc のように表記する。

(g) 縮約 : (r, s)型テンソル→ (r−1, s−1)型テンソル（例）Sa
bc → Sa

ac ≡
n∑

a=1

Sa
ac，T a

b v
c → T a

b v
b ≡

n∑
b=1

T a
b v

b など

3. 接続 (微分)と平行移動

(a) 接続演算子 (微分演算子) ∂a に対する要請

( i ) 写像 ∂a : (r, s)型テンソルA→ (r, s)型テンソル ∂aA ※ スカラー関数 f に対しては，∂af ≡
∂f

∂xa
とする。

( ii ) 線形則 : ∂a(A+B) = ∂aA+ ∂aB

(iii) ライプニッツ則 : ∂a(P⊗Q) = (∂aP)⊗Q+P⊗ (∂aQ)

(iv) 縮約と可換



(b) 接続係数 Γc
ab : Γ

c
ab ≡ (∂b⃗ea)

c ←→ Γc
ab e⃗c ≡ ∂b⃗ea ⇐⇒ Γa

cb ≡ −(∂bẽa)c ←→ Γa
cbẽ

c ≡ −∂bẽa

( i ) 接ベクトルの微分公式 : ∂bv⃗ = ∂b(v
ae⃗a) = (∂bv

a + Γa
cbv

c) e⃗a = (∇bv
a) e⃗a, ∇bv

a ≡ (∂bv⃗)
a = ∂bv

a + Γa
cbv

c

( ii ) １形式の微分公式 : ∂bω̃ = ∂b(ωaẽ
a) = (∂bωa − Γc

abωc) ẽ
a = (∇bωa) ẽ

a, ∇bωa ≡ (∂bω̃)a = ∂bωa − Γc
abωc

(iii) (r, s)型テンソルの微分公式 : ∇cA
a1···ar
b1···bs ≡ (∂cA)a1···arb1···bs = ∂cA

a1···ar
b1···bs +

r∑
k=1

Γak
dkc

Aa1··dk··ar
b1···bs −

s∑
k=1

Γdk
bkc

Aa1···ar
b1··dk··bs

(iv) 抽象添字記法では∇b1A
a1···ar
b2···bs+1

を (r, s+1)型テンソルとみなす。 ※ a1, · · · , ar, b1, b2, · · · , bs+1が成分添字

( v ) (1, 1)型の定テンソル δab : ∇cδ
a
b = ∂cδ

a
b + Γa

dcδ
d
b − Γd

bcδ
a
d = 0 + Γa

bc − Γa
bc = 0 ※ 要請 3.-(a)の帰結

(c) 接続係数の変換則 : Γc′
a′b′ e⃗c′ ≡ ∂b′ e⃗a′ = ∂b′ (X

e
a′ e⃗e) =

{
Xc′

d X
e
a′X

f
b′Γ

d
ef +Xc′

d

∂2xd

∂xa′∂xb′

}
e⃗c′ ※ ∂b′ = Xf

b′∂f

(d) ねじれ (Torsion) テンソル : T c
ab ≡ Γc

ab − Γc
ba → T c′

a′b′ = Xc′
d X

e
a′X

f
b′T

d
ef ※ (1, 2)型テンソルとして変換する。

(e) 平行移動 : 曲線 C の接ベクトルを u⃗として，ua∂aA = 0のとき, 『Aは C に沿って平行移動する。』という。

(f) 同一点にある２つの微小変位とそれらの平行移動が平行四辺形を作れる条件は，T c
ab = 0, すなわちΓc

ab = Γc
ba

(g) 対称な接続 (Γa
bc = Γa

cb)の局所平坦性 : 任意の着目点 pで，接続係数が 0となる座標系 (x′)が存在する。

xa − xa(p) = xa
′ − xa

′
(p)− 1

2
Γa
bc(p)

(
xb

′ − xb
′
(p)

) (
xc

′ − xc
′
(p)

)
→ Γa′

b′c′(p) = 0

4. 曲率テンソル ※ 抽象添字記法において，∇af ≡ (df)a ≡ ∂af は１形式

(a) 定義 : Ra
bcde⃗a ≡ ∂c∂de⃗b − ∂d∂c⃗eb =

(
∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γe

bdΓ
a
ec − Γe

bcΓ
a
ed

)⃗
ea ※ Ra

bcd = −Ra
bdc (恒等式)

(b) 微分についての交換関係の例と一般公式

(∇c∇d −∇d∇c)f = (Γb
cd − Γb

dc)∂bf = T b
cd∂bf, (∇c∇d −∇d∇c)v

a = Ra
bcdv

b

(∇c∇d −∇d∇c)ωb = −Ra
bcdωa, (∇c∇d −∇d∇c)σ

a
b = Ra

ecdσ
e
b −Re

bcdσ
a
e

(∇c∇d −∇d∇c)A
a1···ar
b1···bs =

r∑
k=1

Rak
ekcd

Aa1···ek···ar
b1···bs −

s∑
k=1

Rek
bkcd

Aa1···ar
b1···ek···bs

(c) 対称な接続に対するビアンキ (Bianchi)恒等式 ※ Γa
bc = Γa

cbのとき

( i ) Rd
abc +Rd

bca +Rd
cab = 0 (第１恒等式) ( ii ) ∇aR

e
dbc +∇bR

e
dca +∇cR

e
dab = 0 (第２恒等式)

(d) リッチ (Ricci)テンソル : Rbd ≡ Ra
bad ※ 下記のリーマンテンソルではRbd = Rdb が成り立つ。

5. 計量接続とリーマン (Riemann)テンソル ※ 計量テンソル : gab = gba, gab = gba, gacgcb = δab

(a) 計量接続に対する要請 : ( i )計量は定テンソル ∇cgab = ∂cgab − Γd
acgdb − Γd

bcgad = 0 (ii)対称な接続 Γa
bc = Γa

cb

条件 (ii)のもとで条件 ( i )を Γa
bc について解く。 : Γa

bc =
1

2
gad

(
∂bgdc + ∂cgbd − ∂dgbc

)
※ ∂agbc = 0⇐⇒ Γa

bc = 0

(b) リーマンテンソル（計量接続における曲率テンソル） ※ Rabcd ≡ gaeR
e
bcd

( i ) 対称性 : Rabcd = −Rabdc = −Rbacd, Rdabc +Rdbca +Rdcab = 0 (第１恒等式) → Rabcd = Rcdab

( ii ) リッチテンソルとリッチスカラー : Rc
acb = Rab = Rba, R ≡ Ra

a ≡ R a
a ≡ gabRab

(iii) Rabcd の独立成分の数は Nn =
1

12
n2(n2 − 1) : (n,Nn) = (2, 1), (3, 6), (4, 20), (5, 50), · · ·

(iv) 特殊な次元 : n = 2のとき R = 0⇐⇒ Rabcd = 0, n = 3のとき Rab = 0⇐⇒ Rabcd = 0

(c) 平坦性定理 : すべての点で Rabcd = 0⇐⇒すべての点で ∂cgab = 0 (Rabcd = 0 は平坦性の必要十分条件)

(d) アインシュタインテンソル : Gab ≡ Rab −
R

2
gab ※ ２次元多様体 (n = 2)では，Gab = 0 が恒等的に成り立つ。

(e) 縮約されたビアンキ恒等式 : ∇bG
ab = 0 ※ Gab ≡ gacgbdGcd

(f) アインシュタイン方程式 (n = 4) : Gab ≡ Rab −
R

2
gab =

8πG

c4
Tab ※ Tabは物質場を表すテンソル


